Definition ®
Darstellungsformen -©

_——Nulistelle(n) ®

Gebrochenrationale Funktion
_— p(z)  ape™+ap 2™ '+ +ajz+ag — Definitionsliicke(n) ©

fe) = q(z) B bz + by 1+ oo+ bz + by

Aufgaben mit Lésungen

~——— Polstelle(n) O
Asymptoten ©

Funktionsbestimmungen @



p()  amz™+am ™'+t a1z +ag

Gebrochenrational, wenn darstellbar als Quotient zweier Polynome : z +— =
q(z) bpz™ + by 4 -+ bz + by

Definition Zahlerpolynom p(z) # 0
Nennerpolynom ¢(z) mindestens vom Grad 1

@m, by, heiBen Leitkoeffizienten



Polynomdivision Gegeben in der Form g(z) + ()

f0) =28 = e @ mie lim r@) =0 <

Konstanter oder linearer Term g(z)
Gebrochenrationaler Term (Rest) r(z)
Ginstig fir Grenzwertbetrachtungen z — —oo bzw. z — +00

Giinstiger Ansatz fir Funktionsbesti —< grechte oder schrége Asymptote bekannt
Darstellungsformen efigerfnsatz rrunidlonshestmmengen, wenn Polstelle(n) bekannt
g(z) =2
4(2z — 1) 2 ol s
MR =~ W2 |
lim f(z) = lim (2+ ~——):2
T - +00 z— 00 ir — 3
Beispiele ——
g(z)=—z+1
2+ 3242 4 r(z) -4
-z 43z + =
h(z)=———— & —z+1+—— z-2
(z) = gt lte—

1
lim h(z) = lim (—x+l+ ) = lim (—z+1)= %00
z - +oo z - +oo p- T - +00

g



Nullstelle(n) des Zahlerpolynoms p(x)
z—1
z2+1

Ausnahme: Nullstelle des Zahlerpolynoms ist zugleich Nullstelle des Nennerpolynoms
und daher kurzbar (vgl. hebbare Definitionslticke).

e2—-1 (z—-1)(z+1)
-1 z—1

Beispiel: f(z) = He—1=0=2=1

Nulistelle(n)

Beispiel: f(z) = =z+1




Definitionsliicke(n)

Nullstelle(n) des Nennerpolynoms q(z)
Maximaler Definitionsbereich: D = [\ {,Nennernullstellen”}

1 1
ispiel z) = = = Dy =R\{-1;1
o v i
Vollstindig kiirzbare Nullstelle des Nennerpolynoms ¢g(z)
Graph besitzt dort ein Definitionsloch
Hebbar durch Zusatzdefinition
Hebbare Definitionsliicke f(a) z2-1 (z—-1)(z+1) o
z) = = =
z—-1 z-1
hebbare Definitionsliicke = = 1
Beispiel Graph zeigt ein Definitionsloch an der Stelle = = 1

Grenzwertbetrachtung am gekiirzten Term: }ilPl(T +1)=2

z + 1 firz € R\{1}
Hebbar durch Zusatzdefinition: g(z) =
2 firz =1




Nicht vollstindig kiirzbare Nullstelle(n) des Nennerpolynoms g(x)

1
f(z) o ﬁ = Polstelle z = 1

z-1 1
= ———— = —— => Polstellez = 1
f(z) (1_1)2 z—1 e
1 z-1 : = hebbare Definitionsliicke z = 1

T —
Aber: f(x) = 221 = z-(+1) = Y]

Einfache, dreifache, ... Nennernulistelle
Der Graph verlauft links- und rechtsseitig der Polstelle entgegengesetzt nach

Unendlich

1
f@)=—=F
Polstelle mit VZW z = 1

1
g(z) = G-

doppelte, vierfache, ... Nennernullstelle
Der Graph verlauft links- und rechtsseitig der Polstelle gleichermafen nach

Unendlich

1

flx) = o1
Polstelle ohne VZW z = 1

g(z) = '(z-—l)‘

mit VZW

@

ohne VZW




an einer Polstelle T = g

mit der Gleichung T = T

Untersuchung: Links- bzw. rechtsseitige Grenzwertbetrachtung fir £ — To

Beschreibt das Verhalten des Graphen fir £ — —oo bzw.  — +00
Vergleich von Zahlergrad z des Zahlerpolynoms und
N

Unilrsuchung  iachweis ennergrad n des Nennerpolynoms
Grenzwertbetrachtung fir & — —oo bzw. z — +00

Tipp: Fir eine aussagekraftige Grenzwertbetrachtung ist es hilfreich, die hochste
Potenz des Nenners im Zahler und im Nenner auszuklammern (und zu kirzen).

z<n @
z=n @

z>nmitz=n+1 @



an einer Polstelle T = Iy
mit der Gleichung = Iy

Untersuchung: Links- bzw. rechtsseitige Grenzwertbetrachtung fiir & — Zq

@)= =

Polstelle mit VZW z = 1

Senrechte Asymptote mit der Gleichung = = 1
1

mit VZW

T T T T T T T T Ty Sy



Beschreibt das Verhalten des Graphen fir = — —oo0 bzw. z — +00

Vergleich von Zahlergrad z des Zahlerpolynoms und
Nennergrad n des Nennerpolynoms
Untersuchung / Nachweis 9 por
Grenzwertbetrachtung fir z — —oo bzw. z — +00
Tipp: Fir eine aussagekraftige Grenzwertbetrachtung ist es hilfreich, die hochste
Potenz des Nenners im Zahler und im Nenner auszuklammern (und zu kirzen).

Funktion konvergiert (Grenzwert existiert) gegen 0

z<n Graph hat eine waagrechte Asymptote mit der Gleichung 4y = 0 (z-Achse)

Funktion konvergiert (Grenzwert existiert) gegen einen konstanten Wert ¢ € }R\{O}

m

. a . " .
z=n waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = ¢ mit ¢ = - (Quotient der Leitkoeffizienten)

Funktion divergiert (Grenzwert existiert nicht) nach —oo bzw. + oo

z>nmitz=n+1 schrige Asymptote mit der Gleichung ¥y = ma + 1



Funktion glert ( ) gegen 0
Graph hat eine waagrechte A mit der y = 0 (z-Achse)
ESH 2r' +2
= 32z=1<2=
)= e A= isd=e
(2+3 3.3
2z + 2 i o *tx
nzwertbetra . lim = lim = lim o = lim EE—
Gy g -rﬂt'xf(z) 2z 0 4r'+4r-24 i (4+%“%) 2=} kod. 4 4 ‘3’ >'y'
50 S0

mit der Gleichung '/ — 1)




Funktion konverglert (Grenzwert existiert) gegen einen konstanten Wert ¢ € R\ {0}

B a” g p X
g mit der Glei y=cmltc='—n(Quotlemd«Lettkoeﬁizmten)
'
2z% + 2z
e ===
o= ot 9
z=n
2z 4 2z 2 1
Quotient der Leif i = ===
o IO mre-a 7172 '
; 3 5
2z? 2+ 2 2+ 2 2 '
lim f(z)= 1L = LI ;!(4')4 - g Y H
z-vioc 4z’ 4 4z~ 24 xvtuo.y.(,]+:_.§7) roio gy 4 -4 4 '
-0 LT — '
Grenzwertbetrachtung H
s =4 »
!(z)_—b2+22 pdym;'l*-—lz = lim l+ ‘ - :
TR Y] 2 42?44z -2 =i \2 0 4 2 H
Hauptnenner —— '
) H
! s
g mit der =—_ L
=3




z>nmitz=n+1

Funktion divergiert (Grenzwert existiert nicht) nach —oc bzw. + oo
schriige Asymptote mit der Gleichung ¥ = m + ¢

—z'+3z+2

I(¢)=T——=>!=2>l=nmi!z=2=l+l=n+1

2

Grenzwertbetrachtung: /(%) =

—z°+3z+2

z' -2

mit der

Schrage

= %00




1
1 keine Nullstelle: ——— @
D=R: — < z2+1
Be |
P T — I
— Nullstelle & = Z1: @

z?+1
Funktionsbestimmungen ine Nulstole: ——
mit VZW s
— &1
Nullstelle & = 1 (1 # &9): —— @
T — I

Polstelle T = Tg 1

keine Nullstelle: —= @
(z — z0)?
ohne VZW & —
— &1
Nulistelle T = 1 (1 # T9): ——— 20

(z — zp)?



x-Achse ('1
waagrechte Asyplote
Keine Nulstoll: ——
. S x4+ Yy
schrige Asymptote: X
Nullstele T = Z1: ———t @

z? 41

symmetrisch beziigich der y-Achse: ———

z?+1 o

) (- =] [ 1 2
z? 41
des X

v

symmetrisch bezligich der y-Achse: (4 ————  cooeoeeeseseoiooiioas T
.4 2241 = ¢
i (->0) %
z?+1 2 3 ] 1 2
des gs: X
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=t 241 3
T el
U
sytmerach bazighch der y-Achse
3
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Polstele * = g

mit Vaw

onne vzw ©

1
kaine Nullstede:
T -

Nutstelle T = 21 (21 # %)

xz

z

-3
—xq

‘waagrechte Asymptole

©

xAchse (1

.\):

symmetrisch beziiglich der y-Achse: x

x -z

ymmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs, wenn Polstelle g = () 1

=n+1)

kaine

e

z -0

#0

0 @ © 4 =
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pR—— .

Rt )
- whcram (y = 0): X
e Aspredre
- L elx-m) . s
¥ L e (z < n)mit -y (a0 #0) o Byrrrne bezigu Ses ocrwery s
\ x=
Ntsiotn = 3y (21 # 2o} S
Ai yreTeach bezighch dw yAces X
Pate 2= 2y [
x [‘u-na—-u s (z=n+1)
®
@-m)z+m) =2-2
a= ~xyendry = 0: — e
T = ogegtan

vy O



mtvzw @

- (z—xa)?

Nutstelle = = ) (21 # o)

‘waagrechte Asymptote

1
xhchse (y=0): [rEran

: +;mit >0
. (z —z0)*

1
symmetrisch bezighch der y-Achse, wenn g = 0: 7

beziglich des X

symmelrisch beziglich der y-Achse, wenn 2g = 0:

symemetrisch beziglich des Koordinatenursprungs: X




Polstslle * = zo

mitvzw @

1
Keine Nuflstelle: (z-_:n)"Q

- Iy

xhchse (y=0): ——(:_ PRE (z<n)
waagrechte Asympiote

y:c(cGR'\(O)) vorgegeben

Nulstedle Z = Ty (;::nﬁ ﬁ ”/"/
§ e
"g %_g_q RS Cumichina baeb: (z — z0)?
‘\\ ¥ =mz +t vorgegebon

(z=n+1)

keine Symmetrie beziiglich des Koordinatensystems
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